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توابع مختلط

مقردار zتابعی است که به ازاء هرر دردم مخرتلط fتابع مختلط 
با قرار مامن . را نظیر می کندf(z)مختلط 

𝒛 = 𝒙 + 𝒊𝒚

را به صورت استاندارم f(z)می توان 

𝒇 𝒛 = 𝒖 𝒙, 𝒚 + 𝒊𝒗 𝒙, 𝒚

.  نوشت
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1مثال 

𝒇برای تابع  𝒛 = 𝒛𝟐ماریم:

𝒇 𝒛 = 𝒇 𝒙 + 𝒊𝒚 = (𝒙 + 𝒊𝒚)𝟐=𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝒊(𝟐𝒙𝒚)

پس

𝒖 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐

𝒗 𝒙, 𝒚 = 𝟐𝒙𝒚
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2مثال 

𝒇برای تابع  𝒛 = 𝒊𝒛ماریم:

𝒇 𝒛 = 𝒇 𝒙 + 𝒊𝒚 = 𝒊(𝒙 + 𝒊𝒚) =−𝒚 + 𝒊𝒙

پس

𝒖 𝒙, 𝒚 = −𝒚

𝒗 𝒙, 𝒚 = 𝒙
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3مثال 

𝒇برای تابع  𝒛 = 𝒛ത𝒛ماریم:

𝒇 𝒛 = 𝒇 𝒙 + 𝒊𝒚 = (𝒙 + 𝒊𝒚)(𝒙 + 𝒊𝒚) = 𝒙 + 𝒊𝒚 𝒙 − 𝒊𝒚

= 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

پس

𝒖 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

𝒗 𝒙, 𝒚 = 𝟎
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حد تابع مختلط

𝒇برای تابع  𝒛 = 𝒖 𝒙,𝒚 + 𝒊𝒗 𝒙,𝒚 و𝒛𝟎 = 𝒙𝟎 + 𝒊𝒚𝟎و

𝒘𝟎 = 𝒖𝟎 + 𝒗𝟎مر اینصورت

lim
𝒛→𝒛𝟎

𝒇 𝒛 = 𝒘𝟎

هر گاه

lim
(𝒙,𝒚)→(𝒙𝟎,𝒚𝟎)

𝒖 𝒙, 𝒚 = 𝒖𝟎

lim
𝒛→𝒛𝟎

𝒗 𝒙, 𝒚 = 𝒗𝟎
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پیوستگی توابع مختلط

𝒇تررابع  𝒛 = 𝒖 𝒙,𝒚 + 𝒊𝒗 𝒙,𝒚  را مر𝒛𝟎 = 𝒙𝟎 + 𝒊𝒚𝟎 پیوسررته
می نامیم هر گاه 

lim
𝒛→𝒛𝟎

𝒇 𝒛 = 𝒇(𝒛𝟎)

.هر مو پیوسته باشند𝒙𝟎,𝒚𝟎مر vو uبه طور معامل 
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مشتق توابع مختلط

𝒇تابع  𝒛  را مر𝒛𝟎 مشتق پذیر می نامیم هر گاه

lim
𝒛→𝒛𝟎

𝒇 𝒛 − 𝒇(𝒛𝟎)

𝒛 − 𝒛𝟎

ሖ𝒇مر صورت وجوم حد فوق را با. موجوم باشد 𝒛 نشان
.می مهیم
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قضیه معادلات کوشی ریمن

𝒇تابع  𝒛 = 𝒖 𝒙,𝒚 + 𝒊𝒗 𝒙,𝒚  مر𝒛𝟎 = 𝒙𝟎 + 𝒊𝒚𝟎 مشتق پذیر
مرمعاملات کوشی ریمن به صورت زیرر vو uاست اگر و فقط اگر 

.صدق کنند

൞

𝝏𝒖

𝝏𝒙
=

𝝏𝒗

𝝏𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒚
= −

𝝏𝒗

𝝏𝒙

یا ቊ
𝒖𝒙 = 𝒗𝒚
𝒖𝒚 = −𝒗𝒙

معاملات کوشی ریمن
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قضیه معادلات کوشی ریمن

:مر اینصورت ماریم
ሖ𝒇(𝒛𝟎) = 𝒖𝒙 + 𝒊𝒗𝒙

یا
ሖ𝒇(𝒛𝟎) = 𝒗𝒚 − 𝒊𝒖𝒚
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1مثال 

𝒇تابع   𝒛 = 𝒛𝟐مر همه نقاط مشتق پذیر است زیرا
𝒖 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐

𝒗 𝒙, 𝒚 = 𝟐𝒙𝒚

و لذا

𝒖𝒙 = 𝟐𝒙 = 𝒗𝒚

𝒖𝒚 = −𝟐𝒚 = −𝒗𝒙
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2مثال 

𝒇تابع 𝒛 = 𝒊𝒛مر همه نقاط مشتق پذیر است زیرا
𝒖 𝒙, 𝒚 = −𝒚

𝒗 𝒙, 𝒚 = 𝒙

و لذا

𝒖𝒙 = 𝟎 = 𝒗𝒚

𝒖𝒚 = −𝟏 = −𝒗𝒙
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3مثال 

𝒇مر تابع  𝒛 = 𝒛ത𝒛ماریم:
𝒖 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 𝒗 𝒙, 𝒚 = 𝟎

و

ቊ
𝒖𝒙 = 𝒗𝒚
𝒖𝒚 = −𝒗𝒙

⇒ ቊ
𝟐𝒙 = 𝟎
𝟐𝒚 = 𝟎

⇒ ቊ
𝒙 = 𝟎
𝒚 = 𝟎

.پس فقط مر نقطه صفر مشتق پذیر است
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4مثال 

𝒇مر تابع  𝒛 =
𝟏

𝒛
𝒇:                 ماریم 𝒛 =

𝟏

𝒙+𝒊𝒚
=

𝒙−𝒊𝒚

𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝒖 𝒙, 𝒚 =
𝒙

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
𝒗 𝒙, 𝒚 =

−𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

ቊ
𝒖𝒙 = 𝒗𝒚
𝒖𝒚 = −𝒗𝒙

⇒ ൞

𝒚𝟐−𝒙𝟐

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)𝟐
=

𝒚𝟐−𝒙𝟐

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)𝟐

−𝟐𝒙𝒚

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)𝟐
= −

𝟐𝒙𝒚

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)𝟐

همه جا به جزصفر ⇒

مشتق پذیر است
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